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Concetti di base sulla Teoria 
delle P robabilità  e sulle R eti 

bay esiane
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Concetti preliminari
Ambito di applicazione: l’incertezza, le possibilità
O g g etto della teor ia delle pr obabilità : “ v ariabili 

rand om ”  in u n d om inio d i interesse
E sem pi d i “ v ariabili rand om ”  o aleatorie:
– nu mer i aleator i
– f u nzioni aleator ie
– v ar iabili categ or ich e o,  in g ener ale,  enti aleator i
– ev enti aleator i
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Definizioni di probabilità
Approccio oggettivista o f req u en tista,  che 

co n s i d er a  l a  p r o b a b i l i t à  co m e u n ’ entità m is u r a b il e ,  
l eg a t a  a l l a  f r eq u en z a  d i  a cca d i m en t o

Approccio soggettivista,  che co n s i d er a  l a  
p r o b a b i l i t à  u n a  m i s u r a  d el  g r a d o  d i a ttes a  s o g g et t i v o  
d el  v er i f i ca r s i  d i  u n  ev en t o  ( s chem a  d el l e s co m m es s e)
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Teoremi delle probabilità totali
Sono i teoremi che nel caso degli eventi stabiliscono le 

p rop rietà  necessarie e sufficienti per definire la 
pro priet à  addit iv a delle pro b ab ilit à  ris pet t ando  le 
co nd iz io ni d i co erenz a.

T eo rem a 1 :  N el c as o  di ev enti inco m p atib il i ,  la 
pro b ab ilit à  dell’ ev ent o  s o m m a dev e c o inc idere c o n la 
s o m m a delle pro b ab ilit à

T eo rem a 2 :  N el c as o  di p artiz io ni ( finit e)  le pro b ab ilit à  
dev o no  dare c o m e s o m m a 1 .

')( *+ , - .)/ 0 1 + , 243 * 2 , 576 2 28 2( - . 0 * * 09 - . : *+ , - .<; . 0( 2 / 0( ( = > ? 1 2
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Partizione

E’ un insieme di eventi incompatibili ed esaustivi ,  d e i  
q ua l i  c i o è  è  cer to c h e  d e v e  v e r i f i c a r s i  uno ed uno solo.

C o m e  s i  r i c a v a  una  p a r t i z i o ne  p a r t e nd o  d a  un i ns i e m e  
q ua l unq ue  d i  e v e nt i ?

S e  E1 , ..., En s o no  i nc o m p a t i b i l i  m a  no n e s a us t i v i  s i  
c o m p l e t a  l a  p a r t i z i o ne  c o n 
Eo = 1 - ( E1 + ...+ En)  =  ' ( )E1 * ' ( )E2 * * * ' ( )En

I n  g e n e r a l e  i  t e r m i n i  d e l l a  p a r t i z i o n e  s i  p o s s o n o  r i c a v a r e  d a  
( E1+ ' ( )E1) ( E2 + ' ( )E2 ) ( En + ' ( )En )  =  1
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Ecco i termini, detti costituenti:
E1 'E2 ' ' 'En,
E1 'E2 ' ' ' ( ) *En,
E1 ' ( ) *E2 ' ' 'En, 
. . . ,

( ) *E1 ' ( ) *E2 ' ' ' ( ) *En
I l  numero ma ssimo di costituenti del l a  p a rtiz ione 

determina ta  da  E1 , E2 , . . . ,En è  2 +

Geometricamente possono essere visti come versori che 
ind ivid u ano g l i assi ortog onal i d i u no spaz io ad  s ≤≤≤≤ 2 +

d imensioni
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Corollario al teorema 2: 

P erc h è ris u lti d etermin ata la p rob ab ilità  d i tu tti g li 
ev en ti E  log ic amen te d ip en d en ti d a E 1 , . . . , E n  è  
necessario e sufficiente attrib u ire d elle p rob ab ilità  a 
tu tti i c os titu en ti C1 , . . . , Cs .  
L a p ( E )  n e ris u lta lin earmen te d ip en d en te.
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Le tre leggi alla base della teoria delle 
p robabilità :

– C o n d i z i o n e  d i  c o n v e s s i t à :   0  ≤≤≤≤ p ( E )  ≤≤≤≤ 1
– A d d i t i v i t à s e m p l i c e :   p ( A UB )  ≤≤≤≤ p ( A ) + p ( B )�� ��� � � � � �� � �� � � �! " � � � # � � " �$ � $ � "� % � �$ &� " # " � �� � � % $ '( � �� )� � � *

– R e g o l a  d e l  p r o d o t t o :  p ( A B )  =  p ( A | B ) p ( B )  =  p ( B | A ) p ( A )

D a l l a  t e r z a  p r o p r i e t à  d e r i v a  d i r e t t a m e n t e :
p(A | B )  =  p ( B | A ) p ( A ) / p ( B )  =  K  p(B | A ) p(A )

T e o r e m a  d i  B a y e s
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Significato del Teorema di B ay es :  
apprendimento dall’esperienza

p ( A | B )  =  K  p ( B | A )  p ( A )
p(A)     probabilità a priori
p(A| B )  probabilità a pos te riori
p(B | A)  v e ros im ig lian z a
K          f attore  d i n orm aliz z az ion e
E  s e  p(A) =  0 ?
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Definizioni utili per le reti b a y es ia ne
R e g ola d e l prod otto:  p(A, B ) =  p(A| B ) p(B )
p(A, B ) è  d e tta probabilità congiunta
La probabilità congiunta di un insieme di eventi può 

essere espressa come una cate na d i probabilità 
cond iz ionali:

p( A , B , C , D ) =  p( A | B , C , D )p( B | C , D )p( C | D )p( D )
I n generale:

(

p( E 1 , E 2 , . . . , E k ) =  ΠΠΠΠ p( E i| E i-1 , . . . E 1 )

) * +
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Definizioni utili per le reti b a y es ia ne
Inferenza probabilistica
Consideriamo un insieme di eventi E1,E2,..,Ek e tutte le 

p ossib ili c omb inaz ioni dei loro valori V ero e F also
Conosc iamo tutti i valori:   p ( E1,E2,...,Ek)
S up p oniamo c h e un sottoinsieme di q uesti p resenti un 

valore def inito, p er es. Ej =  V ero =  e
Ch iamiamo inferenza probabilistica il p roc esso di 

c alc olo del valore 
p(Ei=Vero|Ej=e)
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Inferenza probabilistica:    p(Ei=Vero|Ej=e)

(*) +, - .0/ 1 2/ ) 2 1 3
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Definizioni utili per le reti b a y es ia ne

(*) +, - . , /) 01 2 3 24 5 6 0 -4 , 1 3 0 -487 7 0 - , 2 0 2 , 1 , +, - , 9 +) -7 0 5 :4 2487 7 0 - . , 4 2 +, - +) : :, .4

Indipendenza condizionale
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Le reti b a y es ia n e s o n o  u n a  s t r u t t u r a  c h e 
r a p p r es en t a  l e i n d i p en d en z e c o n d i z i o n a l i

Sono DAG (o GOA, grafi orientati aciclici) i cui nodi sono 
eventi (E )

U na rete b ay esiana stab ilisce ch e ogni nodo, dati i suoi 
im m ediati ascendenti (p arents P), è  c o nd iz io na l m ente 
ind ip end ente da ogni altro ch e no n sia suo discendente

C ioè , p er ogni E  del grafo p (E | A,P(E )) =  p (E | P(E )) p er ogni 
A, ev ento o insiem e di ev enti, ch e non sia discendente di 
E .  P ossiam o anch e scriv ere I (E ,A| P(E ))

L e reti b ay esiane sono ch iam ate anch e r eti c a u s a l i, p erch è
gli arch i ch e connettono i nodi p ossono essere v isti com e 
se rap p resentassero relaz ioni causali dirette
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“Gli umani esperti sono spesso c apac i d i c olleg are c ause 
ed  ef f etti in mod o tale d a ev id enz iare ind ipend enz e 
c ond iz ionali rappresentab ili c on una rete b ay esiana” .

A T T E N Z I O N E :  og ni strumento è  limitato;  non esiste uno 
strumento univ ersale d i rappresentaz ione d ella 
c onosc enz a.

N el tentativ o d i c ostruire un mod ello semplif ic h iamo,  
sc h ematiz z iamo la realtà  o q uello c h e d ella realtà  
ab b iamo perc epito.

L o strumento non d ev e f orz arc i a d istorc ere ulteriormente 
il mod ello per esig enz e d i c alc olo.
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Cammini inf e r e nz ial i ne l l e  r e t i d i B ay e s
– Inferenza causale 

( ) (* + , ( - .

– Inferenza diagnostica 

( / ( ) ) (0 + 1 *

– E x p l aining aw ay

2* 354 67 8 3 ( . 4 7 9 )4 : .7 ) 3<; 7
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Evidenza incerta
“Nel calcolo delle reti b ay es ian e,  p erch è p os s a es s ere 

con s iderata p er “data”  l’ ev iden z a di u n  n odo,  dob b iam o 
es s er certi della v erità  o f als ità  della p rop os iz ion e 
rap p res en tata dal n odo”

( ) * + , -/. 01

( )2 + , - . 3

( )4 5 *76 + , -/. 01

( )4 5 * 8 + , - . 9

( ) : 5 *76<; 2 6 + , -/. 0

( ) : 5 *76<; 2 8 + , - . -1

( ) : 5 * 8; 2 6 + , - . -

( ) : 5 * 8; 2 8 + , - . -

G

L
B M

( ) : = 5 : 6 + ,

( ) : = 5 : 8 + ,
M’
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D-S e p a r a t i o n

( )+* ,- .- / 021 3 * 4 0 .* 5 6 021 387 4 * ,* 3 4 * 3 6 9

: ;< = > ?A@ BC

: ;D = > ? @ E

: ;F G < H = > ?A@ BC
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L D

I = > ? @ ?
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Le tre regole che definiscono la d-sep aration:

(*) + ,- ./ 0 + 1 2- ,- 3- , ./*4 / - ,5 6 7 + , 8 + / , . /:9 + , . + , 8/<; .=5 8- ) , / , 2/ + 7 +

./ ,- . / ./ +> / . + ,4 5 ?; 2 + 2) - @ ,/ 35 7 7/ ,- 3 A + ) , / 2 3 + 0 3- , 1 + 2/ 2 8 +

) , ,- .=- ? B 3 A + @- . + . / ) , 5 . + 6 6 + 2 + @ ) + , 8/ 9 C- 9 C/ + 8 DFE

GIH ? B J / , ? + . + , 8 C5 7 B/ @ 6 / 5 C 3 A / . + 6 35 7 7/ ,- 2- ,- . / C + 8 8/ K) - C/ .=5 ? B

LH ? B J / , ? + . ) , 5 C 3- > 5 > + C 2- ? B

7 + , 8 C + 6M 5 6 8 C- + 2 3 +

NH ? B ,- , J / , ? + . + , 8 C5 7 B/ @ 6/

5 C 3 A / > 5 , ,- > + C 2- ? B

A

B

Eb1
Eb2

Eb3
Insieme dei nodi 
di evidenza E
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Politree o m u lti-a lb ero

Anche con le semplificazioni introdotte dalle reti 
b ay esiane,  stru ttu re del g enere,  se di g randi 
dimensioni,  non sono trattab ili.

F ortu natamente,  però ,  per u n’ importante classe di reti,  
chiamata politree,  esistono nu merose scorciatoie per 
calcolare le prob ab ilità  condizionali,  cioè  per compiere 
inferenza prob ab ilistica.

U n politree è  u n G O A ( g rafo orientato aciclico)  tale che 
esista u n solo cammino,  lu ng o g li archi in q u alu nq u e 
direzione,  tra du e nodi del G O A.
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Ecco un “tipico” pol itr e e : P1 P2 P3 P4

P5 P6 P7

P8

P9
P10 P11

P12 P13 P14 P15

Q

(*) +, -. /10 2 2 34 56 0 7 / 3 ) / 7 , 8 34 - 3 + 80 2 +0 9: ;< => ?< ; @< + , A 3 / AB -0 8, 6 3

A , 6 3DC - ) EB 0 24 , F) /0 GH 9 H . 0 8 3 . , / 34 80 0

I 3 B 2 ) A , ) / 7 , 8 3 4 - 3 > :KJ H > G:1L :

M , 4 4 , -ON B . 0 P , 4 , . N 6 , Q A

R, 7 / 3 ) - , + ) / +, / ) 80 / )

. ST U EB ) / + V 0 ) / 4 8, A , 6 , W
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Quando una rete non è un p ol i tree l e p roc edure ri c ors i v e

non p os s ono es s ere uti l i z z ate a c aus a dei  c am m i ni  
m ul ti p l i  c h e c ol l eg ano i  nodi .

A p p roc c i  p os s i b i l i :
Monte Carlo - ( ) * + , ) -. )0/ ) , ) (1 23 * , 3 * 4 ) 1 ) (1 1 3 5 * ( * + . ( * , + 687

) * 9;: *< ) + * 3 , 3 = = 3 . )1 - 3 4 4 ) / 3 -. + > ( > ) = ) 4 ?
7 ) / ( = +. ) @3 . + 3 A ( =1 +8BC - ( . 4 ) . 3 , (D : 3 1 4 ) / ( = +. )7 3 , : 1 ( * , + = 3 EF G , 3 ) , )1 23 * , 3 * 4 )7 1 )

(1 1 3 5 * ( * + (D : 3 1 4 ) : = 4 ) 6 ) / ( = +. ) . ( * , + 687 3 2 +1 H / ) ( 9 ) * + (

2 + 6 - = 3 4 ( . 3 4 : 4 4 ( = ( . 3 43 BI ) . ) - 3 43 ) = -. + 23 1 1 + - 3 . 6 + = 43 JK ) * 9 ) * ) 43 LM / + = 43 3 1 ) 6 3 6 +. )< < ( * + )

. )1 : = 4 ( 4 ) B

p ( Qv | E v )  s i  c al c ol a di v i dendo i l  num ero di  v ol te i n c ui  
Q= V ero ed E = V ero p er i l  num ero di  v ol te i n c ui  E = V ero
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Altro approccio possibile:
Clustering - con siste n el rag g ru ppare u n  certo n u m ero 
d i n od i in  su pern od i,  in  m od o tale ch e la rete alla f in e 
risu lti u n  politree.
I  possibili v alori d i u n  su pern od o son o ora tu tte le 
com bin az ion i d ei possibili v alori d ei n od i ch e lo 
com pon g on o.
L ’ in con v en ien te è  ch e ora ad  og n i su pern od o son o 
associate m olte C P T ,  ch e ora d an n o le probabilità  
con d iz ion ali d i tu tti i v alori d ei su pern od i,  con d iz ion ate 
d a tu tti i v alori d ei n od i paren ts,  ch e posson o essere 
su pern od i a loro v olta.
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Costruire una rete b ay esiana
Si parte da un training set di dati, cioè da un insieme di 
v al ori ( ev idenz e, osserv az ioni, misure)  associati a tutte 
o ad una parte del l e “ v ariab il i” .

B isogna trov are una rete ch e si accordi nel  modo 
mi g l i or e  con il  training set, una v ol ta stab il ito il  
me t odo di  p u n t e g g i o per ognuna del l e reti 
ipotiz z ate.

P er “ trov are una rete”  si intende trov are sia l a struttura 
del  G O A , sia l e C P T  ( tav ol e di prob ab il ità  condiz ional i)  
associate ad ogni nodo.
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1° caso: la struttura della rete è nota

Dobbiamo solo trovare le CPT (Spesso gli esperti riescono 
a trovare la stru ttu ra appropriata per il problema ma 
non le CPT)

Se siamo f ortu nati abbiamo u n training set completo,  ch e 
cioè  contiene u n valore per ogni variabile 
rappresentata nella rete.

A ltrimenti il problema si complica.
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E sempio d i stru ttu ra nota con training set completo:

G

L
B M

� � � � � �

�� � �� � � ! �" !

# �� � # �� � # �� � # �� � $%

# �� � # �� � # �� � & � ' � � (

# �� � & � ' � � # �� � # �� � )

# �� � & � ' � � # �� � & � ' � � * )

& � ' � � # �� � # �� � # �� � +

& � ' � � & � ' � � # �� � & � ' � � *

& � ' � � & � ' � � & � ' � � # �� � %

& � ' � � & � ' � � & � ' � � & � ' � � *
( , ,
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Esempio di struttura nota con training set incompleto

G

L
B M

( ) * + , -

./ / 01 2 34 5 .6 5

7 01 . 7 01 . 7 01 . 7 01 . 89

7 01 . 7 01 . 7 01 . : 3 ; / . <

= = 7 01 . 7 01 . >

7 01 . : 3 ; / . 7 01 . : 3 ; / . ? >

: 3 ; / . 7 01 . = 7 01 . @

: 3 ; / . : 3 ; / . 7 01 . : 3 ; / . ?

: 3 ; / . : 3 ; / . : 3 ; / . 7 01 . 9

: 3 ; / . : 3 ; / . : 3 ; / . : 3 ; / . ?
< A A
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2° caso: bisogna trovare anche la struttura

() * + , ).- */ 01 243 *5 1 3 6 78 6 9 9 1 - 243 8 2 28 3 1 : 1 - - *; ) 1 21 1 9 9 6 3 6 9 1 2) 5 6

(< =
: ;

> 6 ? 6/ 9 ) * - ) 1 @1 2 21 1 9 243 1 ) 0 ) 0 / - 6 2B
A

< 6 3 C1 3 78 6- 2 * , ).- */ 01 243 *5 1 3 6 8 01 ? 6 2 3 ) ; 1 D 6 3 1 - - 6/ 01 3 6 8 0

D8 0 2 6/ / ) * 1 @ */ 0 ) - 2 3 8 2 28 3 1 ; 1 0 @ ) @1 21 6 - D 6; ) C) ; 1 3 6 8 01

D 3 *; 6 @ 8 3 1 @ ) 3 ) ; 6 3 ; 1 C3 1 9 6 D *- - ) , ) 9 ) - 2 3 8 2 28 3 6 :
) 0 78 1 0 2 * 0 * 0

+ D *- - ) , ) 9 6 6- 1 ? ) 01 3 6 ) 0 ? * @ * 6- 1 8 - 2) 5 * 28 2 2 6 9 6 D *- - ) , ) 9 )

- 243 8 2 28 3 6 A

E D 6- - * - ) D 3 *; 6 @ 6 D 6 3 D ) ; ; * 9 ) ; 1 ? , ) 1 ? 6 0 2)GF - ) D8 H D1 3 2) 3 6 @1

8 01 - 243 8 2 28 3 1 7 8 1 9 8 0 7 8 6 I1 0 ; > 6 78 6 9 9 1 - 6 0J 1 1 3 ; > )
:

@ *5 6

; ) * + ) 0 * @ ) - * 0 * ) 0 @ ) D 6 0 @ 6 0 2) K 6 - ) 1 / / ) 8 0 / 6 * - ) 2 */ 9 ) 6 8 0

1 3 ; * : * - 6 0 6 ? * @ ) C) ; 1 9 1 @ ) 3 6J ) * 0 6 A
E) ; 1 9 ; * 9 1 ) 9 D8 0 2 6/ / ) *

D 6 3 */ 0 ) ? * @ ) C) ; 1 A
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2° caso: bisogna trovare anche la struttura
In alcuni casi la struttura della rete può essere 

sem plif icata in m o do  sig nif icativ o  intro ducendo  un 
no do  i cui v alo ri no n so no  co ntenuti nel training  set,  un 
co siddetto  no do  nasco sto

E sem pio :

(*) +-, . / 0 1-2 3 345 . /76 , 198 :5 , .2 15 8 . . , 1 , . ) ;< , ; /, =) = ) 38 />) / ) 8 ; ) . 1 , 3 ) ; /2 ; ; )

?2 /76 5 < ) ; />) +5 35 / ) @2 6 A 35 ) 6 < B5D
C < , . ;5 12 6 ) . 1 , < B2 5 1 ) /5 ) ; ;, < 5 ) /5 ) E8 2 ; /,

. , 1 , . , . ;, . , ?5 ;8 6 ) +5 35D
C E8 5 . 15 ;, . , 1 ) < , . ;5 12 6 ) 6 2 F ? ) . < ) . /5 G



� � �� � �� � � �� � 	
 ��� � �� � � �  � � �� � �� � � � �

� �� �� � ��� ��� �� �  !  � � ��� "  # � � $  % &'
Esempi di applicazioni delle reti b ay esiane

( )5 ) A . , ;5 ?2 15 < B2 *+ , - ./0 1 243 576 8 9 9: ;

< = 1 , >0 ?0 2 3 @0 ?0 A 1 , >43 BC 0 0 1 @ A 5 D A 5 , 1 A EF GH G4I H J K LF MH 3 EF G H GH G I N HPO H F E IQ ?0

D , 5 > , , > > A 5 , 20 20 ,R 5 , S S0 20 0 1 / >UT 3 1V , ;

< W0 ,R 1 A ?0 20 53 -0 S A X0 >0 B @3 > >T > , 50 ;

< = 1 , >0 ?0 20 2 , -0 /0 1 , 1V 0 , 50

< + 53 Y0 ?0 A 10 S 3 -3 A 5 A > AR 0 @ .43

< Z ? D > A 5 , V 0 A 10 0 1 @ , S D A D3 - 5 A >0 / 3 5 A

< Z ? D > A 5 , V 0 A 13 2 3 > 2 3 3 D ? D , @3 B[ =C = =T - A \ > , ? ? 6 A D3 1 ? AT 5 @3 0 1 ]^ C + 3 \ ;

< ^ 1 -3 5 , V 0 A 13 ? A/ -`_ , 53 aT -3 1 -3 Bb 0 @ 5 A ? A/ - 6 D 5 AR 3 - - A ]T S0 3 53 ;

< ^ 1 -3 5 , V 0 A 13 D0 > A - , a ,3 53 A

< W , - , S0 10 1R

< \ A ? - 5T V 0 A 13 20 S , D D3 B 5 A X A -0 @ , ;

< \ A S D 53 1 ?0 A 13 20 ? - A 50 3
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' ( )*,+ - .* /10 + + 2 3 0 + 4 * 56 * 718 9 9: 4 * 0 + .* ) 3; + 5* 3 -+

< => ?A@ 4 * < *,B 0 : 5: / . C D* - 4 : 2 5 ECF . . 9G H H 0 + 5+ 3 0 B FJI ( * B 0 : 5: / .I B : ( H 3 4 3 9 . H < = > ?A@ H E

K 3 6 3 > 3; + 5G LM MONP Q QSR R R,T UWV XY V XZ [ V \ ] [ Q_^ `bac a dae \ Y Qf g Z \ Q

> ? K G LM M NP Q Q dAh ] \c V Y g [i X \ j gi k \V h \M Q

l - ( * - * ( : 4 * 0 * /+ 0 * (+ - .* )* ) 7 * :m 0 3 /* B * G

n op 0 : ) 3 )* 7 * 5 .* B 0 + 3 5: - * -m * - * - .+ 7 7 *m + - . 5; 5 .+ ( 5G -+ . 2: 0 q 5 : /

9 7 38 5* ) 7+ * - /+ 0 + -B + r 4 * K 8 4+ 3 p + 3 0 7s 4I < : 0m 3 - t 3 8 / ( 3 - -

n ou - .+ 7 7 *m + -v 3 3 0 .* /*,B * 3 7+ r 4 * ?I ? * 7 5 5 : -s 4I ' 9:m + :

n o > 3; + 5* 3 - ?+ . 2: 0 q 5 2* .F : 8 . .+ 3 0 5 r 4 * s 8 m + -+ wF 3 0 - * 3 qJx 'u

< 3m 3 v * -+ C ' ' 'u E

p + 0 98 ) ) 7 *,B 3v * : - * * - 0 + .+

6I + 7+ -B : * - F . . 9 G H H 0 + 5+ 3 0 B F I ( *B 0 : 5: / .I B : ( H 3 4 3 9 . H

: 9 98 0 +F . . 9 G H H 2 2 2I q 4 4 0 + 5+ 3 0 B F I : 0m Hy + 5: 8 0 B + 5 Hp 3 9+ 0 5 Hu - . 0 : H 9+ 3 0 7{z) ) - |} } }I 9 4 /


