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Ragionamento probabilistico:
inferenza

Problemi di inferenza probabilistica

Inferenza nei modelli grafici
Eliminazione delle variabili
Factor graphs e belief propagation
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Modelli grafici ed inferenza

= Cosasiintende
A partire da un modello grafico completamente specificato (struttura + numeri)
Vale a dire: da una distribuzione congiunta di probabilita

Il calcolo del valore di probabilita condizionale di alcuni nodi
Intesi come ‘risposte’, dato il valore di altri nodi, intesi come ‘fatti osservati’

Con eventuale marginalizzazione
Siignora il valore di nodi non osservati e non rilevanti come risposte
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Esempio: filtro anti-spam

Tipicamente si usa un ‘Naive (Discrete) Bayesian Classifier

/ \P(Y X, X, X,) = POO [ POX, 1Y)

Nel caso del filtro anti-spam:
= Le variabili aleatorie sono tutte binomiali (valore 0 o 1)
» Yrappresenta la classe di appartenenza di un’email: 1 spam, 0 non-spam

= Ciascuna X, indica la presenza nel messaggio di una determinata parola

Le probabilita associate al modello grafico si assumono come date

La determinazione delle probabilita condizionali, tipicamente partendo da dati campione,
e un problema di apprendimento (vedi oltre)
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Inferenza nel filtro anti-sparm

Data una combinazione di parole {X, }, P(Y.X,X,,...X,) = POO)[] P(X, 1Y)
=1

si cerca la classificazione a maggiore probabilita
L'email € spamse PY=11{X_}) / \\A

PY=01{X}) =~ @ @ @ @

/Teorema di Bayes

PU{X }IY=)PY=1)

Notare che: PY=11{X,}) = : = _
S WAL 2 P[] Px, 1)

P =D[]PX,1Y=1

Indipendenza condizionale, dal grafo

o PY=11{X,}) _ PxY=I HP(Xk 1Y =1)
Quindi: PY=01{X,}) Ppy=0) Lt P(X, 1Y=0)

Per semplificare
i calcoli siusa il logaritmo:  log

POY=11{X,}) _, P¥=D P(X, 1Y =1)
PY=01{X,)) ~ “€py=0) +;1°gp(xk 1Y =0)
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Inferenza probabilistica

* |ngenerale

Si assume come punto di partenza una distribuzione congiunta completamente

specificata
PX, X,,... X))

In un problema di inferenza probabilistica, le variabili aleatorie {X,, X, , ..., X}
si dividono in tre categorie:

1) Variabili {X,} osservate e che quindi hanno un valore definito
2) Variabili {X } non rilevanti, per il problema in esame
3) Variabili {X;} che rappresentano la risposta al problema in esame

Sitratta ditrovare:  P({X }I{X,}) = D PU{X,}.{X,} {X.})
(x,)
» Non esiste un problema di decidibilita: il calcolo diretto & sempre fattibile (*nel discreto)
La distribuzione di probabilita € completamente specificata

= Esiste semmai un problema di efficienza

La quantita di numeri da trattare cresce esponenzialmente rispetto al numero delle variabili
e I'estensione del dominio di ciascuna
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Costruzione di un modello grafico

= P3sso 1

Individuazione delle variabili

(fire) - Presenza di incendio

(alarm) - Allarme

(smoke) - Presenza di fumo

leaving) - Abbandono della zona
(report) - Chiamata dei vigili del fuoco

(tampering) - Manomissione del sensore
(

XN NN
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Costruzione di un modello grafico

= P3sso 2

Definizione della struttura

(fire) - Presenza di incendio
e (alarm) - Allarme
(smoke) - Presenza di fumo
leaving) - Abbandono della zona
(

report) - Chiamata dei vigili del fuoco

(tampering) - Manomissione del sensore
(

XN NN
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Costruzione di un modello grafico

= P3sso 2

Definizione della struttura

a G In base al modello grafico:
<T L F > (madiventano dipendenti se
unadelledi A, L, R, € noto)
<AL SIF>
6 a <L 1 TIA>
<Ll FIlA>
<ALlLRIL>

T : (tampering) - Manomissione del sensore
F : (fire) - Presenza di incendio
e A : (alarm) - Allarme
S : (smoke) - Presenza di fumo
L : (leaving) - Abbandono della zona
R : (report) - Chiamata dei vigili del fuoco
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Costruzione di un modello grafico

= P3sso 3

Definizione delle probabilita condizionali (conditional probability tables — CPT)

T | P(D F | P(F)
0098 0 0.99
1]0.02 1]0.01 g g F (059'9”
T F 0/ 1 001
1/0] o1
T | F| A PAITF) L1 0
000 09999
00| 1] 00001 A S
01,0 o001
01| 1 0.99 A| L |PLIA)
110]0 0.15 00| 0999
1101 0.85 0! 1! 0.001
11110 0.5 L 1101 012
LI1[1] 05 1/ 1] 088 T : (tampering) - Manomissione del sensore
REEE F : (fire) - Presenza di incendio
0101 099 R A : (alarm) - Allarme
0/ 1] o001 S : (smoke) - Presenza di fumo
i (1) 8-32 L : (leaving) - Abbandono della zona
' R : (report) - Chiamata dei vigili del fuoco
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Inferenza probabilistica

= Passo 4

Impostazione di un problema

Ad esempio, calcolare la probabilita

T | P(T) F | P(F) di A date le osservazioni L=1 e §=0
0 098 01099 FTSTEGTH P(A.L=1,5=0)
11002 11001 0/0 09 | P(AIL=1,S=0)=—21"""_
T F 0/ 1 001 P(L=1,§=0)
10| o1
T|F| A |PAITF 111} 09
00| 0] 09999
00| 1] 00001 A S
o/1/0] o001
0/1]1] 09 Al LTPWLIA)
110]0 0.15 00| 0999
10/ 1] 085 01 0001
1 10| 05 L) 0 o
1111 0.5 11| 088
AREER Distribuzione congiunta, dal grafo:
0/ 0 099 R P(T,F,A S, L, R)=P(T)P(F)P(AIT, F)P(S|F)P(LIA)P(RIL)
01 001
10| 025 da cui, al numeratore:
L[ 1] 075 P(A,L=1,§=0)= ZP(T)P(F)P(AIT,F)P(S=0IF)P(L=1|A)P(R|L=1)
T,F,R
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Inferenza probabilistica

= P3sso 5

Calcolo del problema

T | P(T)
0 |0.98
1]0.02
T
T|F| A |PAITF
00| 0] 09999
0/0/| 1] 00001
0/1]0] 001
0/1]1] 099
1/ojo| o015
1o/ 1] 085
1/1/0] o5
1111 0.5
LI R|PRIL)
00 099
0/1] oo01
10| 025
111 075

F | P(F)
(1) 8'3? F|S|PSIF
' 00| 09
F 01| 001
10| o1
1/1] 09
A S
AlL[P@LIA)
00| 0999
0| 1] 0001
L 1/o] o012
1/1] 088
R

Notare che in:
P(A,L=1,5=0)
P(L=1,5§=0)

Questo termine serve a normalizzare:
puo essere calcolato a partire da

P(A,L=1,5§=0)
Infatti:

P(AIL=1,5§=0)=

P(L=1,5S=0)=) P(A,L=1,5=0)
A

Tipicamente, la parte dominante del calcolo
di un problema di inferenza probabilistica
e la marginalizzazione
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Inferenza probabilistica

= P3sso 5

Calcolo del problema

T | P(T) F | P(F)
0 |0.98 0 |0.99
1]0.02 1]0.01 g g P(Os_g'gﬂ
T F 0|1 0.01
110 o1
T|F|A|PAITF) L/ 1] 09
0/0] 0] 09999
00 1] 0.0001 A S
0/1]0] o0l
(1’ (1) (1) 8-?2 A|L PL1A)| Riscrivendo:
: 0] 0] 0999
110/ 1] 085 L 01 ool P(A,L=1,5=0)
1/1]0] o5 110 o012
T os R =;;;P(L=1IA)P(AIT,F)P(T)P(F)P(S=OIF)P(RIL=1)
LR |PRIL) =P(L=11A)> > P(AIT, F)P(T)P(F)P(S=01F)) P(RIL=1)
0/ 0] 099 .
R T F R
0/1] 001 Questa sommatoria vale 1
i (1) 832 C'era da aspettarselo

inquanto <A L RIL>
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Inferenza probabilistica

= P3sso 5

Calcolo del problema

Per convenzione, si scrive:

T | P(T) F | P(F)
(1) g'gg (1) 8'(9)? F| S|PSIF) PAL=1,5=0) = fr ps0(A) f12 (A)
' ' 00 099 dove gli f sono i fattori del metodo di calcolo
r r (1) (1) %011 detto anche eliminazione delle variabili.
1 1] 09

T'|F|A |PAITF) In generale i fattori f NON sono probabilita
01010] 09999 (non hanno somma 1). Ad esempio, non lo &
00/ 1] 00001 A S
010 00 frrso(A) =D P(AIT, F)P(T)P(F)P(S =01F)
0|1 1 0.99 A|L | PLIA) T F
1{ojo] o015 00| 0999
1o 1] 085 0] 1] 0.001
11,0 o5 L) 0 o
1[1]1] 05 1/1] 088

LIR|PRIL)

0/0 099

0/ 1] 001 R

1,0] 025

1/1] 075
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Inferenza probabilistica

= P3sso 5

Calcolo del problema

Per convenzione, si scrive:

T | P(T) F | P(F)
v D ow ey PAL=1S=0) = (i)
' ' 010] 09 dove gli f sono i fattori del metodo di calcolo
T r (1) (1) %011 detto anche eliminazione delle variabili.
11 0.9
T |F|A|PAITE) In generale i fattori f NON sono probabilita
8 8 (1) 8:333? A Ry (non hanno somma 1). Ad esempio, non lo é:
010 00 frrso(A) =D P(AIT, F)P(T)P(F)P(S =01F)
0 1]1 0.99 A L|PLIA) o T F
1100 0.15 0l o 0.999 Motivo:
110/ 1] 085 1 0.001 :
11110 05 L (1) 0 %?102 S.ommando rispe.t'.cc? ad unfa variabile condizionata,
111 0.5 111 088 si ha una probabilita marginale
TTRFERTS P(AIS):ZL:P(A,LIS)
8 (1) 8'3? R Sommando rispetto ad una variabile condizionante,
10 025 si ha solo una funzione
1 1] 075 fs(A,L)=) P(A,LIS)
S
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Inferenza probabilistica

= Passo

5

Calcolo del problema

T | P(T)
0 098
1002
T
T|F| A |PAITF
0000/ 09999
00| 1] 00001
ol1]0] o001
0/1]1] 09
1o/ 0 015
10/ 1] 085
1/1]0 0.5
1111 0.5
LI R|PRIL)
00| 099
01 001
110 025
11 075

F | P(F)
(1) g'(g)? F|S|PSIF)
' 0/ 0] 099
F 0] 1] 001
1/0] o1
1.1] 09
A S
A[L[PWLIA)
00/ 0999
0] 1] 0.001
L 110 012
11] 088
R

Notare:
P(A,L=1,§=0) = fT,F,SzO(A)szl(A)

Un fattore proviene
dai descendants di A

Un fattore proviene
dai parents di A

Cio é vero in generale, se A d-separa il grafo
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Factor graphs

Un metodo di calcolo distribuito
per l'inferenza probabilistica

T | P F | P(F)
0 | 0.98 0 | 0.99
1 1 | 0.01 F 1§ | PSIF)
00| 099 . .
n o1 oot Il modello grafico viene tradotto in un
10| o1 grafo bipartito:
1] 1 0.9 . . . .y
@ a) Ai nodi che rappresentano le variabili
TTF A TPATTE b) Si aggiungonoi nodi che rappresentano
000 09999 le funzioni
8 (1) (1) 058(1)1 Il grafo risultante non & piu orientato
011 09 | L | P(LIA)
1100 015 0| 0.999 .
1.0/ 1] 085 T 0001 Un factor graph é un altro modo per
L] 1/0] 05 0] 012 rappresentare la fattorizzazione di una
LILLLL D3 1] 088 funzione complessiva delle variabili
LI R|PRIL|
00 0.99
0/ 1] o001 In questo caso,
AR una distribuzione congiunta di probabilita
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Factor graphs

h f

Ja

Js

Jo

VE

Message passing (o belief propagation)

Si pud immaginare che ciascun nodo di un
factor graph sia un processore

Il calcolo delle probabilita marginali avviene
tramite lo scambio di messaggi

Da nodo variabile a nodo funzione:

i, 0= J] .

hen(x\M f}

Da nodo funzione a nodo variabile:

/uf—m(x) = Z [f({Xz}) H ﬂy—)f(y)]

~{x} yen(f)Mx}
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Factor graphs

Message passing

Si pud immaginare che ciascun nodo di un
factor graph sia un processore

fi f |l calcolo delle probabilita marginali avviene
tramite lo scambio di messaggi

fi £ Da nodo variabile a nodo funzione:

~_—Prodotto dei messaggi
ricevuti dagli altri

Q :ux—>f (x) — H luh%x (x) nodi funzione

s he\n(x)\{f b \{f} ad eccezione dif
‘n(x) sono i vicini di x

Da nodo funzione a nodo variabile:

Jo

a ﬂf—)x('x)zz FaXH Hﬂy—)f(y)

~{x} yen(f)Mx}
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Factor graphs

Message passing

Si pud immaginare che ciascun nodo di un
factor graph sia un processore

fi f |l calcolo delle probabilita marginali avviene
tramite lo scambio di messaggi

fi £ Da nodo variabile a nodo funzione:

~_—Prodotto dei messaggi
ricevuti dagli altri

Q :ux—>f (x) — H luh%x (x) nodi funzione

fs he\n(x)\{f P \{f} ad eccezione dif
\n(x) sono i vicini di x

Da nodo funzione a nodo variabile:

f Prodotto dei messaggi ricevuti
6 {X;} sono le variabilidif dagli altri nodi variabile
B (rm 1
1o (=21 FAXD T #nr )
Marginalizzazione rispetto a tutte —— ~\*} yen(fN)

le variabili connesse ad eccezione di x
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Factor graphs

Message passing
Dalle formule si desume che:

= Ciascun nodo puo inviare un messaggio
fi h ad un’altro nodo quando ha ricevuto
i messaggi provenienti da tutti gli altri
nodi
£ £ * | messaggi sono vettori (funzioni di una

variabile), non scalari

£ Da nodo variabile a nodo funzione;
9 toy@= [T a0
hen(x)/{f}
fe
a Da nodo funzione a nodo variabile:
to (0= (f({x,.n I1 uﬁf(y)j
~{x) yen(f\x)
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Factor graphs

hi h
ol ol

VE

ol

Propagazione dei messaggi

Message passing

Dalle formule si desume che;

= Ciascun nodo puo inviare un messaggio
ad un’altro nodo quando ha ricevuto
i messaggi provenienti da tutti gli altri

nodi

* | messaggi sono vettori (funzioni di una
variabile), non scalari

Da nodo variabile a nodo funzione:

:ux—>f ()C) = H ﬂh—)x(x)

hen(x)/{ f}

Da nodo funzione a nodo variabile:

w0 =2 FUAXD ] #or M

~{x} yen(fH)\x}
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Factor graphs

Propagazione dei messaggi

Message passing

Dalle formule si desume che;

= Ciascun nodo puo inviare un messaggio
ad un’altro nodo quando ha ricevuto
i messaggi provenienti da tutti gli altri

nodi

* | messaggi sono vettori (funzioni di una
variabile), non scalari

Da nodo variabile a nodo funzione:

:ux—>f ()C) = H ﬂh—)x(x)

hen(x)/{ f}

Da nodo funzione a nodo variabile:

w0 =2 FUAXD ] #or M

~{x} yen(fH)\x}
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Factor graphs

ol ol

27
Ol

Propagazione dei messaggi

Message passing

Dalle formule si desume che;

= Ciascun nodo puo inviare un messaggio
ad un’altro nodo quando ha ricevuto
i messaggi provenienti da tutti gli altri

nodi

* | messaggi sono vettori (funzioni di una
variabile), non scalari

Da nodo variabile a nodo funzione:

:ux—>f ()C) = H ﬂh—)x(x)

hen(x)/{ f}

Da nodo funzione a nodo variabile:

w0 =2 FUAXD ] #or M

~{x} yen(fH)\x}
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Factor graphs

ol ol

Propagazione dei messaggi

Message passing

Dalle formule si desume che;

= Ciascun nodo puo inviare un messaggio
ad un’altro nodo quando ha ricevuto
i messaggi provenienti da tutti gli altri

nodi

* | messaggi sono vettori (funzioni di una
variabile), non scalari

Da nodo variabile a nodo funzione:

:ux—>f ()C) = H ﬂh—)x(x)

hen(x)/{ f}

Da nodo funzione a nodo variabile:

w0 =2 FUAXD ] #or M

~{x} yen(fH)\x}
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Factor graphs

Propagazione dei messaggi

Message passing

Dalle formule si desume che;

= Ciascun nodo puo inviare un messaggio
ad un’altro nodo quando ha ricevuto
i messaggi provenienti da tutti gli altri

nodi

* | messaggi sono vettori (funzioni di una
variabile), non scalari

Da nodo variabile a nodo funzione:

:ux—>f ()C) = H ﬂh—)x(x)

hen(x)/{ f}

Da nodo funzione a nodo variabile:

w0 =2 FUAXD ] #or M

~{x} yen(fH)\x}
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Factor graphs

Message passing
Dalle formule si desume che:

= Ciascun nodo puo inviare un messaggio
fi h ad un’altro nodo quando ha ricevuto
i messaggi provenienti da tutti gli altri
nodi
* | messaggi sono vettori (funzioni di una
variabile), non scalari

Da nodo variabile a nodo funzione:

:ux—>f ()C) = H ﬂh—)x(x)

hen(x)/{ f}

Da nodo funzione a nodo variabile:

w0 =2 FUAXD ] #or M

Propagazione dei messaggi ~{x} yen(f)\{x}
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Factor graphs

Message passing
Dalle formule si desume che:

= Ciascun nodo puo inviare un messaggio
fi h ad un’altro nodo quando ha ricevuto
i messaggi provenienti da tutti gli altri
nodi
* | messaggi sono vettori (funzioni di una
variabile), non scalari

Da nodo variabile a nodo funzione:

:ux—>f ()C) = H ﬂh—)x(x)

hen(x)/{ f}

Da nodo funzione a nodo variabile:

w0 =2 FUAXD ] #or M

Propagazione dei messaggi ~{x} yen(f)\{x}
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Factor graphs

Message passing

In un grafo aciclico, ad un certo punto,
lo scambio di messaggi si arresta

Le probabilita marginali associate
a ciascun nodo variabile
sono il prodotto dei messaggi ricevuti

Px)= ],

fen(x)

Lo scheduling dei messaggi puo essere diverso.
In questo caso: flooding schedule
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Factor graphs

h f

Ja VE

Js

Jo

Message passing

In un grafo aciclico, ad un certo punto,
lo scambio di messaqggi si arresta

Le probabilita marginali associate
a ciascun nodo variabile
sono il prodotto dei messaggi ricevuti

Px)= ] #-.®

fen(x)

Le osservazioni si rappresentano introducendo
nuovi nodi funzione, che esprimono un
vincolo:

v(x) = 1 per il valore osservato e 0 altrimenti

Il metodo deve essere nuovamente eseguito
| valori ottenuti per i nodi variabile devono

essere normalizzati, per ottenere
le probabilita marginali condizionali
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Factor grap/zs con cicli

Message passing

In un grafo ciclico, in generale,
lo scambio di messaggi non si arresta mai

In alcuni casi non esiste nemmeno
un punto di partenza

h

b /3

Variante del metodo
= |nizialmente, ciascun nodo invia

a e un messaggio con un vettore di valori 1

* L'invio dei messaggi e ripetuto, al cambiare

Ja di uno dei messaggi ricevuti
e Non c'é garanzia di convergenza, il metodo
puod continuare all'infinito
s
e In molti casi pratici, tuttavia, cio avviene:
dopo un certo tempo, lo scambio si stabilizza

e i messaggi non cambiano piu
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